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1 Avant-propos

La synthése suivante du cours de MATH-F204 de mécanique analytique est
destiné aux étudiants de ce cours. Merci de me signaler toute erreur.

Cette synthése est basée sur les notes de Laura Peralvo que je remercie.

Je remercie également Eliott Van Steirteghem pour la réalisation de certains
schémas.



2 Coordonnées

2.1 Définitions préliminaires

Définition 2.1. Soit O Vi le vecteur position dans un systéme de coordonnées
R. L’expression de O ii dans la base usuelle est

(ﬁ = l‘iiﬁi

_>
Définition 2.2. Soit R’ un systéme de coordonnées. Un vecteur z’; de O Qi
dans R’ est défini par .
X’i = 6i.%‘j ii'j

Proposition 2.3. Régle de la chaine

0T =0T I

2.2 Coordonnées cylindriques

2.2.1 Position

z
M
% R )
zZ A
0 5 <9
v p
Le vecteur position est donné par la définition 2.1.
oM = pcosOx + psinby + 22 (1)

Les vecteurs unitaires sont donnés par la définition 2.2.

= cos 0& + sin 0y
= —sinfx + cos 0y (2)

=z
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On considére le vecteur position O Qi et le déplacement infinitésimal dO lﬁ
Le rayon varie de p & p 4+ dp, le vecteur orthoradial de 8 & 6 + df et la hauteur

de z a z +dz.
Oﬁzpr—z,%

(3)

Les dérivées des vecteurs unitaires par rapport au temps sont données par

la proposition 2.3.

A _ dpde
T dg de
=00
_ dbde
= do.dt
=—0p

>

w-

2.2.2 Vitesse

st dep)  d(z2)
OM = ——~=
a T d
=pp+pp+ziz+ 22
I’expression du vecteur vitesse en coordonnées cylindriques est alors

OM = jp + pbd + 22

2.2.3 Accélération

oy R (98) a2
O =
@ TTa ta
= P+ pp + p06 + phO + pho + 3z + 32

L’expression du vecteur accélération en coordonnées cylindriques est alors

OM = (ﬁ—péz)ﬁ—i-(lo'é—i—pé)@—l—é%

2.2.4 Eléments infinitésimaux

dOM = dpp + pd00 + d=2

dS, = pdfdz
dSp = dpdz
dS, = pdpdd
dV = pdpdddz

(6)

_ o~~~
o0

o ©
—_ = = =



2.3 Coordonnées sphériques

2.3.1 Position

z
T
6
0
Y
(0)
Y
7 .
P, @
x
Le vecteur position est donnée par la définition 2.1.
OM = 7 sin 6 cos & + rsin O sin py + r cos 62 (12)

Les vecteurs unitaires sont donnés par la définition 2.2.

= sin 6 cos & + sin 6 sin Y + cos 2
= cos 0 cos p& + cos Osin ¢y — sin 02 (13)
= —sin & + cos Y

S > ¥

On considére le vecteur position Oﬁ et le déplacement infinitésimal dOﬁ.
Le rayon varie de r & r 4+ dr, la colatitude de 0 & 6 + df et la longitude de ¢ a

p + dep.
OM = 7 (14)

Les dérivées des vecteurs unitaires par rapport au temps sont données par

la proposition 2.3.

_ 9ordo + o do

T 90dt T 9y at

=00 + sinfpp
_06d9 |, 96d

0 =%%at o, (15)
= —07 + cos 0pp

4 ded

¢ =T

=—p (sin 07 + cos 99)

r




2.3.2 Vitesse

_d(rr)
dt
=7 +rr

L’expression du vecteur vitesse en coordonnées sphériques est alors
OM = i + 760 + rsin (16)
2.3.3 Accélération
o _ 40) d (7”99) | d(rsinfQ)

=@ T @ dt

= P + 7P + 700 + 160 + rf6 + 7 sin 0pp — 1 cos 08¢ + 1 sin ¢ + 7 sin Hgb(fo

L’expression du vecteur accélération en coordonnées sphériques est alors

Oﬁ = (r — 762 — rsin? 9<,b2) T+ (7“9 + 270 — rsinf cos 9¢2) 0+ (r sin 8¢ + 2 sin o1 + 2r cos Ogbé) ®

(17)
2.3.4 Eléments infinitésimaux
dOM = dri + rd08 + rsin 040 (18)
dS, = r?sinfdodyp (19)
dSy = rsinfdrdp (20)
dS, = rdrdd (21)
dV = r?sin fdrdfde (22)



3 Champs scalaires et vectoriels

3.1 Définitions préliminaires

Définition 3.1. Un champ scalaire ¢ est une application
¢:R* = R,M — ¢ (M)

telle que & (M) = ¢ (M) si O'M’ = R (M) ott R € SO(3).

Remarque 3.2. Si R € O(3) et det R = —1, donc plus particuliérement
@' (M) = —¢ (M), alors ¢ est un pseudo-champ scalaire.

Définition 3.3. Un champ vectoriel @ est une application
a R 5 R M @ (M)
telle que a (M’) = R;;a’ (M) ot R € SO(3).

Définition 3.4. Soit R € O(3) une matrice qui transforme les coordonnées,
@} = Ry;a’. Alors un vecteur V' est un vrai vecteur si vj = R;vi. Si v =
—R;;v7, il s’agit d'un pseudo-vecteur.

v
A "
7, T

Remarque 3.5. Soit V = V. + V .. On considére R € O(3) une inversion. Si
V est un vrai vecteur, alors

VWHVW,VLH—VL
Si V est un pseudo-vecteur, alors

vﬂ}—)fvﬂ,levl

~—
On note usuellement v un pseudo-vecteur.

Remarque 3.6. Le produit vectoriel de deux vrais vecteur ou de deux
pseudo-vecteurs est un pseudo-vecteur.

Définition 3.7. Une ligne de champ pour le champ vectoriel d est une
courbe dont le vecteur tangent est paralléle au champ en chacun de ses points.

dOM x & (M) =0

Remarque 3.8. On oriente en général les lignes de champ dans le sens du
champ vectoriel.



Définition 3.9. La circulation de @ le long de ~ orientée est

/?(M)~d()TA>:/AfE>(MA)~7(A)d)\
¥ Ai

ot dOM = ¥ () dX avec ¥ () un vecteur tangent au chemin orienté 5.

M, Y(A) = (2(A), y(A), (X))
~ a (M) My,

dOM

Définition 3.10. Le flux de @ a travers une surface 3 orientée est
@://EE)(M) A (M) dS

ot 7 (M) est le champ de vecteur normal unitaire a la surface X et
ds = [[dOM, x dOM,||

avec OM (u,v).

()Y

Remarque 3.11. On choisit 'orientation d’une surface X et de son bord

0X. en utilisant la régle du tire-bouchon.

~43
X
S

) »




3.2 Opérateurs vectoriels et théoréme de Stokes

3.2.1 Opérateurs vectoriels

Définition 3.12. Le gradient grag agit sur champ scalaire ¢ tel que
M) = grag ¢ (M) - dOM

La différentielle de ¢ est

d) ¢ ¢
do = gpda+ 5 dy+ 5 -dz
3¢> 99 ¢
do = 5 dp+ 550+ 5-dz
d¢ = —d)d + a—?d@ + a—¢d

respectivement pour les coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques.

L’expression du gradient est donné par la définition 3.12 en utilisant les
éléments infinitésimaux de déplacement (7) et (18)

ﬁ¢=%: E)(berais (23)
_a¢ 100, 06,

grad ¢ = o° +*%0+a (24)

g—ciaﬁ—% L1005, L 00, (25)

r 00 rsinf dp

respectivement pour les coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques.
Proposition 3.13. gra?1¢ est un champ vectoriel.

Démonstration. On part de la définition du gradient (grag qb) = 0;¢. ¢ étant

un champ scalaire, ¢’ (M) = ¢ (M) si (M) = R(M) ou R € Sb(?)). En appli-
quant la proposition 2.3, il advient que

¢’ (M) = 9;0 (M) 9¢? (M)
=R;'® ¢ (M)
= R;;07¢ (M)
O

Définition 3.14. La divergence div agit sur un champ vectoriel a tel que

div @ (M) = d;a’ (M)

10



Définition 3.15. Le rotationnel IR agit sur un champ vectoriel A tel que
(rot & (W) = esgpda® (M)

Définition 3.16. Le Laplacien A agit sur un champ scalaire ¢ ou un champ
vectoriel & tel que

A¢(M) = 8;0'¢ (M)
(A (M), = 9;07a; (M)

(3

3.2.2 Théoréme de Stokes
Théoréme 3.17. Théoréme de Stokes

(i)
/@qs(M)-doTvi:wQ)—MP)

pour v différentiable de P & Q.
(i)
//E%?(M).ﬁdz: = (M) - dOM
b %
avec 'orientation de la remarque 3.11.

. ///Q diva (M)dQ = b a (M) - nds

avec l'orientation de la remarque 3.11.

Le théoréme 3.17 permet de calculer aisément la divergence et le rotationnel
dans d’autres systémes de coordonnées.

La divergence de a est donnée par le théoréme 3.17 en utilisant les élé-
ments infinitésimaux de déplacement (7) et (18) et les éléments infinitésimaux
de surface et de volume (8,...,11) et (19,...,22)

Oa. Oa Oa

T A T Y z

diva = B + o o (26)
. 10 (pa,) 10ap Oa,

diva == Ly — 2
NET o p(?eraz @)

d (r?a, i
dive :r% (r?a,) n 1 0O(apsind) 1 Oay, (28)

or rsin 6 00 rsinf Odp

respectivement pour les coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques.

11



Le rotationnel de & est donné par le théoréme 3.17 en utilisant les élé-
ments infinitésimaux de déplacement (7) et (18) et les éléments infinitésimaux
de surface et de volume (8,...,11) et (19,...,22)

— [ Oa, _% . Oay _% . 6ay Oay, 5
IRa‘(f)y 0 )* oz " )YVt 6'x Dy (29)

a= (192 0%, %_3% Olpag) 02,
ma_(mw 9z )P op o )F B0

r

sin @ OJp or

r

— 1 <8(a¢sin0) 3a9>A 1< 1 c’)ar 3(Taw))é+1<5(rae)

o0 Do or

(31)

rsin @

respectivement pour les coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques.

3.3 Caractérisation des champs
3.3.1 Champs a circulation conservative

Définition 3.18. Un champ vectoriel d conservatif (ou dérivant d’un po-
tentiel ¢) vérifie 'une des propriétés suivantes

(i) EIQS tel que & = —g_‘?lqﬁ

(ii M) -dOM = 0

(iii) f . dﬂ ne dépend que des extrémités de
(iv) rot & =

Proposition 3.19. Ces propriétés sont équivalentes.

Démonstration. (i) = (ii).

%?(M)dﬁz—?ﬁdgﬁzO

(i) = (iii).

71

72
P

Si’y:’lefygou’ylvade(ﬁa(ﬁetvgde@a@,alors
yﬁ?(M).doTvi:oz F(M)-doM + [ & (M) - dOM
5

Y1 2

12

Oa,
ol

)e



(iii) = (iv).
# (vob & (WD) - s = b = (M) -dOM =0
) >

(iv) = (i). Il suffit de montrer (iv) = (ii) et (iii

0://2(r—ot>3>(M)>~ﬁdZ:

Pour la derniére implication, ¢ (P) = — a (M) - dO M est une fonction

YO—P
qui ne dépend que de (ﬁ’ Si ’on note OP’ = @ + dO—I; et v =~vU~" ouy
vade O aP ety de P aP, alors

) = (i)
= (M) - dOM

~

Remarque 3.20. Lorsque le champ a est conservatif,

(i) Les lignes de champ sont perpendiculaires aux surface équipoten-
tielles. En effet,

dé (M) = grad ¢ (M) - dOM = — & (M) - JOM

mais dOﬁ est sur la surface, donc a (M) est perpendiculaire a la surface.

(ii) Les lignes de champ ne sont jamais fermées.

3.3.2 Champs a flux conservatif

- -
Lemme 3.21. Si A est un potentiel vecteur de @ (ie. @ = IRA), alors
X — & 4 orad
A’ = A + grad ¢ est aussi un potentiel vecteur pour .
%
Démonstration. IH gra(_i> =0 U
%
Cette ambiguité permet d’imposer des conditions sur A. Il s’agit_> du choix
de jauge. Par exemple, on peut imposer une jauge axiale selon @ (i.e. A -4 = 0).

Définition 3.22. Un champ vectoriel @ a flux conservatif vérifie I'une des
propriétés suivantes
%
(i) & (M) = rot A (M)
(i) ff, @ (M) -7 (M)dE =0

13



(iii) [[y, @ (M) -7 (M)dS ne dépend que de 9%
(iv) diva =

H
ol A est un potentiel vecteur de @ .

Proposition 3.23. Ces propriétés sont équivalentes.

Démonstration. (i) = (ii) = (iii) = (iv) sont similaires & la démonstration
précédente. Il reste & montrer (iv) = (i). Construisons A explicitement. On peut
imposer une jauge axiale selon z par le lemme 3.21. En choisissant af =—A,,
on obtient A’ = 0. Sachant que 'on veut montrer que = ﬁ A, il suffit de
trouver A tel que

LOAy DA DA, OAL\
0z 0z Ox oy ) TTTVTE

0A,
8. @
Ay (xayaz):_/ dz/ax ($7y72/)+f(377y)
0
O0A,
92 v
A, (z,y,2) = / dz'a, (z,y,2") + g(z,y)
0
0A, 0A,
Ty = a,
ox oy
y <adz'az (1,9.4) , O <x,y,z'>> L0
0 or dy or Oy
Il ne faut pas dépendance générique en 2, mais puisque div a = 0, —% =
O2a (;zyz ) + Bay (;yyz ) Ceci implique que
0 0
Ay (m,y,z/) = agz (xayaz) — ag (a?,y,O) + aii - ai‘z
En prenant ¢ = 0, et f(z,y) = fox da’a, (2’,y,0), on a bien construit un tel
%
A. U

Remarque 3.24. Pour un champ a flux conservatif, on peut définir le flux a
travers un contour orienté fermé C qui est le flux & travers n’importe quelle
surface ¥ telle que 0% = C.

Remarque 3.25. Le théoréme de Helmholtz-Hodge assure que tout champ
vectoriel @ satisfaisant certaines conditions peut se décomposer en une com-
posante longitudinale a circulation conservative et une composante
transverse a flux conservatif.

?:Rz—graggb

14



3.4 Champs de vecteurs équiprojectifs
3.4.1 Le torseur

H
Définition 3.26. Un champ vectoriel M est équiprojectif ssi

¥(P,Q), M(P)-PQ = M (Q)-PQ

Un torseur est un champ équiprojectif.

M(Q)

Définition 3.27. Soit E un espace euclidien sur R de dimension n muni du
produit scalaire (,). f € L (E) est antisymétrique si f7 = —f. La transposée
de f est Papplication f7 € L (E) telle que (z, f(y)) = (f*(z),y)V (z,y) € E*.

Lemme 3.28. Soit F un espace euclidien sur R de dimension n muni du produit
scalaire (,). Si f : E — E est telle que (x, f(y)) = — (f(2),y) V (z,y) € E?, alors
f est antisymétrique.

Démonstration.
== (f(2),z+ Ay) + (f(2),2) + (f(2),9)

=—(f(2),0)
=0Vz

O
Lemme 3.29. Si f : R? — R? antisymétrique, alors EI? tel que f (ﬁ) = ﬁxﬁ

Démonstration. Comme f est antisymétrique, f est linaire et f (uj'&j ) = fiju’ U,
f (ﬁ)Z = f;;u’. Il suffit de trouver f‘) tel que f;; = —eiijk', car alors f (ﬁ)l =
—€;jpul F* = (? X 7) L Sifij = —€i FY, alors €9l f; = —ele FF = —2FL
FF = —2€F fi; est le Vécteur recherché. O

H
Lemme 3&)). Soieri> M un torseur et O un point fixe. L’application f : R? —
R3: W — M (P)— M (O) ot U = OP est antisymeétrique.

15



Démonstration. On veut montrer que u - f (7) =—f (ﬁ) VY (7, ?), U =
OB,V = 00.

M (P)-PQ = M (Q)-PQ
(M(®)-M(0)) PG = (M(Q-M(0) PG
(M(P) - M(0)) - (0G - OF) = (M (Q) - M (0)) - (0Q - OP)
(M(®)-M(0))-0G = - (M(Q) - M(0))-OP

En utilisant le fait que (./\—/i (P) — M (O)) OB =0 (./\—/i Q) — M (O)) Oﬁ

pour passer de ’avant-derniére & la derniére ligne. O

T_l;éoréme 3.31. Relation de Varignon
M est un torseur ssi Elﬁ vecteur fixe tel que V (P, Q),

M(P)=M(@Q) +F x QP

Démonstration. Le sens direct ei montré ﬁer les lemmes 3.28,3.29 et 3.30. Si
IF vecteur fixe tel queV(P,Q), M ((P)=M (Q)+ﬁ_>>< @7 alors erﬁu}ppliquant
le produit scalaire par PQ dans les deux membres, M (P) lﬁ =M(Q)- ]?TCS

car(?x(iﬁ)-fﬁzﬁ. O

Remarque 3.32. Le vecteur ﬁ du théoréme 3.31 est unique. Il s’agit de la
résultante du torseur.

3.4.2 Cas particuliers de torseurs
P , v , ?
Définition 3.33. L’axe central du torseur M de résultante est

{P tel que H./\_>4 (P)|| minimale}

Il s’agit d’une droite paralléle & ﬁ

Définition 3.34. Soient ?1 = (ﬁ17m1 (P)) ,?2 = (?27.ﬁ42 (P)) deux

torseurs. Le comoment de deux torseurs ?1 et ?2 est
1
C (?1, 722) = 5 (?1 . ./\—/ig (P) + ?2 . ./\—/>11 (P))

Proposition 3.35. Le comoment ne dépend pas de P dans la définition 3.34.

16



Démonstration.

?1’J\—>42(P)+?2'/\—/>11(P):?1'(HQ(Q)JF?QXQ?)+?2'(ml(Q)*F?lXQ?)
:?1'/\_/{2(Q)+?2'.}T>41(Q)+ﬁ1'(?2X@)+ﬁ2'(?1X(ﬁ)

=0

O
Remarque 3.36. C (?, ?) = ﬁ . ./\—/>1 (P) est I'invariant scalaire du torseur

7)'. Les torseurs pour lesquels C (?, ?) = 0 sont les torseurs élémentaires.

%
Définition 3.37. Un couple est un torseur 72 de résultante ? = 0. Il s’agit
d’un champ uniforme.
Définition 3.38. Un glisseur est un torseur 7’ tel que 30 ou M (O) = 0.
Dans ce cas, O appartient a ’axe central du torseur.

Définition 3.39. Soit A = (O, ) un axe orienté. Le moment du torseur par
rapport & A est

A

Proposition 3.40. Le moment ne dépend pas de O dans la définition 3.39.

— — = ~
Démonstration. On a que M (0) -4 = M (O) - 4 pour (O,'&) € A par
équiprojection.

17



4 Cinématique et référentiels

4.1 Définitions préliminaires

Définition 4.1. La trajectoire est déterminée selon un parameétre privilégié :
le temps, via les équation horaires.

Définition 4.2. On se donne O un point fixe, Oﬁ le vecteur position, et
(Z,9, 2) une base orthonormale. Un référentiel R est un systeme de coordon—

nées (O, &, Y, 2) (en imposant dans un premier temps que & = g = 2= 0)

Remarque 4.3. Ceci définit de maniére univoque la vitesse et 'accélération
Vi =OM, =i
Ap=OM, =i

Définition 4.4. Un corps rigide ou solide indéformable ou encore solide
est un ensemble S tel que

v (P,

Remarque 4.5. La notions de référentiels et de corps rigides sont équivalentes
modulo une translation et une rotation.

Théoréme 4.6. Théoréme fondamental du champ des vitesses
Le champ des vitesses V (M) d’un solide S est un torseur.

Démonstration.
PG PG =0
PQ-V(Q) -PQ-V(P) =
O

La résultante du torseur est le vecteur de rotation instantanée 3 et le
champ des vitesses est alors donné par le théoréme 4.6

V(P)=V(Q + ¢ x QP (32)

et ?C = (3 (t), ¥ (P) (t)) est le torseur cinématique du solide et son axe

principal 'axe instantané de rotation.

18



x
Le champ des accélérations est alors

7 (P) =7 (Q)+ 8 x QP + 1 x (1 x QP (33)

Alors que le théoréme 4.6 montre que le champ des vitesses d’un solide est

équiprojectif, le champ des accélérations n’est pas équiprojectif vu qu’il ne ne
satisfait pas le théoréme 3.31.
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4.2 Formules de changement de référentiels

4.2.1 Relation de Varignon-Bour
z R

2

e

O.

s

Le mouvement d’un référentiel R’ par rapport & un référentiel R est caractérisé
par le torseur cinématique ?C = (ﬁR//R (t), Ve (0 e R/))

Lemr_}ne 4.7. Relation de Varignon-Bour
Soit A un vecteur,

N N — —

A‘R:AR/—i_QR//RXA

s ; oA X 1alE o gl O’A’
Démonstration. Soit A = A;x* = Az" ou &' = oA’

At = AlE' + A"

= dga v Ay (3 (4) -3 (01)

(B, xArar)’
(Frjnxaer)
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4.2.2 Loi de composition des vitesses

V1 (M) = OM] ,
= 00|, +0'M|,

La vitesse de O Vi est alors donnée par le lemme 4.7.

—
V(M) = Vi (M)+ V5 (0 €R)+ g x O'M (34)
———
7.0 7.0

ot V(M) et V. (M) sont respectivement la vitesse relative et la vitesse
d’entrainement de OM.

Proposition 4.8. Formule des indices pour les torseurs
La loi de composition des vitesses permet de déduire pour R” en mouvement

par rapport a R’ que
?R”/R == ?R///R/ —|— ?R’/R
pour des torseurs cinématiques ce qui donne en particulier
%
Qri/p= BR”/R’ + ﬁR//R

Remarque 4.9. Le cas particulier des torseurs cinématiques est donné par
le lemme 4.7.

X|R :XR'+6R’/RXX
XR’ :X|R+6R/R’XX

donc X|R = X|R+ (BR’/R+6R/R’) X X d’ou

ﬁR’/R = _ﬁR/R’

X|R :X R/JrﬁR’/R x &
XR’ :XR,,‘FBRH/R/XX

donc X|R:X

R + (ﬁR”/R’ +ﬁR//R) X X d’Ol\l

BR,"/R = ﬁR”/R' + 3R'/R
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4.2.3 Loi de composition des accélérations

M) =V M) |,
V. V.

L’accélération de Om est alors donnée par le lemme 4.7.

. N —
?R(M) = ?R’ (M)‘FE)R (O/ € R/)+BR’/R X O/M+3R’/R X (ﬁR//R X O,M) +26R'/R X 7R/ (M)

——

?T(M) . (M) E)c(M)

(35)
ou &, (M), &, (M) et &, (M) sont respectivement 'accélération relative,

l'accélération d’entrainement et ’accélération de Coriolis de Oﬁ.
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5 Cinétique
5.1 Définitions préliminaires

Définition 5.1. Les éléments cinétiques sont les principales quantités phy-
siques associées aux mouvements d’'un systéme de points matériels.

Définition 5.2. Soit 3 un systéme de points matériels A; de masses inertielles
m;. La réunion de sous-systémes ¥, = {A,,;,1 <i < N} est telle que

S =05,

Remarque 5.3. Cette notion de sous-systémes méne a une description conti-
nue. Le volume considéré du systéme étant infinitésimal, on peut faire corres-
pondre le point du sous-systéme & son centre de gravité G, . La masse de chaque
sous-systéme X, est alors M, = p(G,)dV, ou p(G,) est la densité massique.
La masse totale du systéme X est alors

N n
M=) mi=> M, :/// p(A)dV
i=1 a=1 z
Définition 5.4. Le centre de masse de ¥ est I'unique point G tel que

Zmi(ﬂi = ﬁ

Remarque 5.5. Dans la description continue, la position du centre de masse

est alors oc - % ///Z OM)p (A)dV

Définition 5.6. Le référentiel du centre de masse R* est le référentiel de
centre G en translation par rapport & R inertiel.

La vitesse de OG est donnée par (34).

Vr(A) =V (M) + Ve (A)
= Ve (A) + VR (GER) + S jp x GA,

Le référentiel R* étant en translation avec R, 8 r-/r = 0 et la vitesse de O
est alors

Vr(A) = Va (A)+ Ve (GeRY (36)

Remarque 5.7. Afin de simplifier les notations, lorsqu’aucune restriction
a un référentiel n’est précisée, il s’agit d’une restriction au référentiel R, sinon
* pour le référentiel R*. De méme, G référe au point coincidant de G € R*
sauf mention contraire.
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5.2 Caractérisation de éléments cinétiques et théorémes
de Koening

5.2.1 Impulsion

Définition 5.8. L’impulsion du point matériel A; est

P (A) =miV (A)

Pour un systéme ¥,

N
BP=Y P
i=1
et dans le cas ot le systéme est une réunion de n sous-systémes Y, on a que
n
F_3y B,
a=1

Proposition 5.9. Impulsion du centre de masse
P =MV (Q)

Démonstration.

N
i=1

N
MV (G) = Z mi7 (Ai)

O
Proposition 5.10. Proposition fondamentale
P=10
Démonstration. Zf\il miEKi = 6> et on dérive par rapport au temps. O

Remarque 5.11. 1l est possible d’exprimer I'impulsion en fonction de I'im-
pulsion propre qui est I'impulsion dans R* et de 'impulsion d’un point matériel
fictif de masse M placé en G.

P =P +MV(G)

Dans le cas d’une description continue, ceci devient P- s V (A) p(A)dV
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5.2.2 Moment cinétique et premier théoréme de Koening

Définition 5.12. Le moment cinétique d’un point matériel A; par rapport
& un point C est .
&:(C) = CA,; x P (A))

Pour un systéme ¥,

F(C)=3F,(C)=Y CA, x P (A,)

i=1 =1

Proposition 5.13. Le champ des moments cinétiques e (C) d’un systéme ¥
est un torseur.

Démonstration.

;1
:Z<CW+CT>A1) « mi ¥ (As)
:?(C’)Jr?xC’—)C

O

La résultante du torseur est B et 7’;: = (ﬁ, e (C)) est le torseur ciné-
tique du solide.

Proposition 5.14. Le moment cinétique dans le référentiel R* ne dépend pas
de C dans la définition 5.12.

. e e .
Démonstration. ?* = 0 et le torseur cinétique dans R* est donc un couple.

On a que @* (C) = &* (C') = &*. O

Proposition 5.15. Le moment cinétique propre qui est le moment cinétique
dans R* est le moment cinétique par rapport au centre de masse dans R.

7 (G) ="
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Démonstration.

=0
="
O
Théoréme 5.16. Premier théoréme de Koening
7 (C)=3* +CG x MV (G)
Démonstration.
@ (C)=3(G)+ B x GC
— &+ CC x MV (Q)
O

Remarque 5.17. Le premier théoréme de Koening exprime le moment ciné-
tique par rapport & un point en fonction du moment cinétique propre et du
moment cinétique d’un point matériel fictif placé en G de masse M.

Remarque 5.18. Dans la description continue, le moment cinétique est alors

//CAX7 dV+// do,

Définition 5.19. Soit A = (O, u) un axe orienté. Le moment cinétique par
rapport a A est
oa=7(0)- 4

5.2.3 Energie cinétique et second théoréme de Koening

Définition 5.20. L’énergie cinétique d’un point matériel A; est
1
Ec,i = §m73
Théoréme 5.21. Second théoréme de Koening

1
E.=E*+ §M7 (G)?
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Démonstration.

Ec = = sz (AIL)

|

I
E
ki
=
+
<]
&

Il
|
3
—~
<
>
4
]
<
>
<l
&
4
<l
&
N

O

Remarque 5.22. Dans la description continue, ’énergie cinétique est alors

Ec://EV(A)Qp(A)dV—s—///EdEZ

Remarque 5.23. Le second théoréme de Koening exprime 1’énergie cinétique
par rapport & un point en fonction de ’énergie cinétique propre et de 1’énergie
cinétique d’un point matériel fictif placé en G de masse M.

5.2.4 Moment d’inertie

Définition 5.24. Le moment d’inertie de S par rapport & un point C est le
tenseur

N
Iab (C) = Zmz ((ﬁlz(;ab - LUi,awi,b)
=1

N 3 ~
o CA; =375 | @i i

Théoréme 5.25. Théoréme de Steiner

Loy (C) = Iy (G) + M (cﬁ%ab _ xG,axg,b)

Remarque 5.26. Le théoréme de Steiner exprime le moment d’inertie par
rapport & un point en fonction du moment d’inertie propre et du moment
d’inertie d’un point matériel fictif placé en G de masse M.

Supposons que C' € S. Alors I, est une constante qui caractérise le solide.
On peut vérifier que I est un tenseur symétrique d’ordre deux. On a que R €
SO(3),I' (C) = RI (C) RT avec I’ (C) diagonale. Pour tout point C' € S, il existe
un systéme d’axes (C, w1, s, w3) tel que les valeurs propres correspondantes
soient les moments d’inertie par rapport aux axes principaux.

I'(C) = diag (J1, J2, J3) (37)
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Définition 5.27. Soit A = (C, @) un axe orienté. Le moment d’inertie par
rapport a A est
IA = Iab (C) uaub

ol u = Uiﬁl.

Proposition 5.28. I ne dépend ni de la base utilisée ni du point C dans la
définition 5.27.

Le moment d’inertie est donné par la définition 5.27.

Ia

I
] =

—
m; (CA?éab — xi,aaci,b) uub
1

o
Il

I
.MZ

m; ((3_A>f — ((7&Z '&)2)

=1

o —N . s .
car Zi\; m;CA25,uu’ = (Zfil miCA%> w? = Zi\; m;CA? vu que 4 est

unitaire. Ceci donne la formule du moment d’inertie par rapport & un axe A
A
In=> mH;A? (38)
i=1

ou H; est le projeté orthogonal sur 'axe A du point matériel A;.

Dans le cas général avec C € S et (C,u,) = Ay ol (G1, G2, a3) sont les axes
principaux, les moments d’inertie par rapport aux axes principaux sont donnés
par la définition 5.27.

IAa = led (C) Uzug = Iaa (C) = Ja (39)

Théoréme 5.29. Théoréme de Huygens
Soit Ag un axe orienté contenant G et A, un axe orienté paralléle & Ag,

2
N ;= In, +Md
ou d est la distance entre ces axes.
Démonstration. Il s’agit d’une conséquence directe du théoréme 5.25. O

Définition 5.30. Un axe de symétrie A d’un systéme ¥ est tel que si
(A;,m;) € 3, alors (A}, m;) € ¥ ou A} est le symétrique orthogonal de A;
par rapport a A.

Définition 5.31. Un plan de symétrie 7 d'un systéme X est tel que si
(A;,m;) € X, alors (4}, m;) € 3 ot A} est le symétrique perpendiculaire de
A; par rapport a A.

Proposition 5.32. Caractérisation des plans et axes de symétries
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(i) Si A est un axe de symétrie d’un systéme X, alors A est un axe principal
d’inertie par rapport a chacun de ses points et (G, @) € A.

(ii) Si C € 7 un plan de symétrie d’un systéme X, alors ’axe passant par C
est perpendiculaire a 7 et est un axe principal d’inertie par rapport C.

Démonstration. (i) Prenons A selon 2 et (O, &, ¥, 2) un repére orthonormé di-
rect, alors

N
i=1

N
Mzxg = E M;T A,
=1

1

(mixAi + m,»a:A;)
1

N
1=

T2
=0
On effectue un raisonnement similaire pour yg. Il suffit désormais de montrer
que I13 = I3 = 0 car le tenseur d’inertie est symétrique.

N
I3 = E MGT A, ZA,;
i=1

N
E (mia:AizAi + miJUAfL_ZA;)
i=1

N | =

=0

On procéde de méme pour Ip3.
(ii) La preuve est laissée au lecteur. O

5.2.5 Calcul des éléments cinétique d’un solide

On considére désormais C € S.
Le moment cinétique est donné par la définition 5.12. Par (32),

N N

i=1 i=1

— MTG % V() 4> m (CAZE - (A, ) )

i=1

0a(0) =M (CGx ¥ (©)) + iv:m (CR20 — 2440050

=1
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Le moment cinétique est alors

00 (C) = M ((ﬁ XV (C))a ¥ 1y (C) QP (40)

On déduit deux cas particuliers
on =1, (G)Q (41)
04 (C) = Ly (C) 2 (42)

respectivement lorsque C = G et lorsque C est fixe.

L’énergie cinétique est donnée par la définition 5.8. Par le théoréme 5.21,

| N
—_— . ,2
E.= 5 izglmzx—) (Ay)

%MV (G)*+E;

De plus par (32),

L’énergie cinétique propre est alors
1
B = 56 o (43)

3 et & sont respectivement les résultantes du torseur cinématique et du torseur
cinétique. L’énergie cinétique est alors

E.=C (’—/207 ?P) (44)

On déduit un cas particulier ou chaque point du solide S est en rotation autour
de A = (0,2) ou € = 62 avec 0 entre A et S. Si A est un axe principal

d’inertie, alors
T (0)=Ia0t
Le moment cinétique par rapport a A est alors
on = IaQ (45)
L’énergie cinétique est alors

1
E. = §IAQ2 (46)
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6 Dynamique

6.1 Généralités sur les forces
6.1.1 Torseur de force et travail

Définition 6.1. Soit X un systéme de points matériels A; de masses inertielles
m;. Les forces intérieures sont dues aux autres points matériels de %

AN
f int,i — Z f j—i
j=1
i
— . — A A
avee £ = fij (rij) @ig, o5 = || AA]], Gij = 229 et fi; (rij) = fji (i) Les

A iy
forces extérieures f
dans X.

Pour un systéme ¥,

ext,i sont crées par des particules qui ne sont pas incluses

ﬁ = ﬁint + ﬁext
ou F‘int = Zzlil ?int,i et ?ext = vazl ?ext,i~

Définition 6.2. Le moment de ?i par rapport & un point C est
— — =

_>
ou f,; = ?int,i + ?ext,z* Le moment de force total est

-/T)l (C) = mint + mext

re1 N = -— N = rd
ou Mint = Zi:l CAZ X ?int,i et Mext = Zi:l CA, x f ext,i-

—
Proposition 6.3. Le champ des moments de force M (C) d’un systéme X est
un torseur.

Démonstration.
N
—_— -
M@ =% (cc+C'A;) T,
i=1
—
—M(C)+F xC'C

O
La résultante du torseur est ? et ?F = (ﬁ,m(CD est le torseur

dynamique du solide.

Remarque 6.4. (i) Si ¥ n’est composé que d’un seul point matériel A,

- — . . . .
M(A)= 0 et ?F est un glisseur. Cela traduit I'idée d’une force qui
s’applique en un point.
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(ii) Si ¥ est composé de plusieurs points matériels A;, ?F n’est pas de
maniére générale un glisseur et on ne peut pas considérer en général que
la force totale s’exerce en un point.

(iii) Si F = 6), ?p est un couple et ./\—/>1(C) ne dépend pas de C dans la

définition 6.2.

N
(iv) On a une notion de moment par rapport a un axe A = (O, @), Ma =

M (0) - 4.

Définition 6.5. Le travail de £ entrgA (t1) =P et A(t2) = Q le long de v
orientée de P a Q est la circulation de f le long de 7.

ta
WPQQ:/?.d(ﬁ:/ T var
Y t1

Remarque 6.6. Si ? = —graa E, ou E, est '’énergie potentielle, alors
Wp_q=—-AFEp

Remarque 6.7. Pour un systéme X, le travail est

N
%
Weea=>" [ T,
=177
Proposition 6.8. Propriétés fondamentales

0 Tr. = (1.7)

(i) Wing = —AEpini o0 Epjing = 5 Zl 1 Z] 1 €p.int,ij €st I'énergie potentielle
i

intérieure et €y int,i; = — fij (i) 7i;. En particulier Wi, = 0 pour un solide
car r;; est constant.

Démonstration. (i)



I
] =
] =

a

Sl

X

ol
!

i=1j=1
J#i
JIREAREL N ? —_— =
=533 (C&ix Tjoi+ CA; x i)
1=1 j=1
i
TR
SED D) DLV (e
i=1 j=1
J#i
-0
(i)
N t1
Wmt - / ?int,z 7 (A7) dt
i=1"to

Il
N
g

s

-

1

<l
B
=

i
1 LA -
Y [ (T V0 Ty Y )
i=1j=1"10
J#i
1 N N t1
=5 Z Z/ fij (rij) @ij - AyA;dt
i=1j=1"1
J#i
1 N N t1
=320 v
i=1j=1""%o
J#i
En utilisant le fait que r7; = [|A;A;||* et en dérivant, 7;; = Al “AGA =

T’ij

. — , .o . N .. .

;5 - A;A; pour passer de I'avant-derniére ligne & la derniére ligne.

O

Proposition 6.9. Travail des forces s’exercant sur un solide

W= Wext
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Démonstration.

i) dt

A (?C,? m)

= Wext
O
6.1.2 Force gravitationnelle
Pour un solide S,
My ;MM
fi (r) = —G—22-22 (47)
Tw
Mg 1My j
Epint,ij = —G——"% (48)
Tij
N i—1 . m
p,mt — ZZ G99 J (49)
=2 j=1

Remarque 6.10. Le champ E est uniforme avec une bonne approximation
a la surface de la Terre lorsque l'on regarde une région de taille R < Ryg;.

Le poids est donné par la définition 6.1

N
P=Y m.gA) = ME (50)
i=1
ot M, est la masse totale gravitationnelle.

Le moment du poids est donné par la définition 6.2

N
C) =Y mCA, x & (A) = CG, x & (51)
=1
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ott G4 est la position du centre de gravité.

Le torseur du poids est donc un glisseur et tout se passe comme si le
poids était appliqué en Gy.
Le travail du poids est donné par la définition 6.5 et la remarque 6.6.
ta

W(P) = Mg? (Gg) - gdt

t1

=—-AE,
En prenant g = —gz, 'énergie potentielle est alors

Ep, = M,ygz (Gg) (52)

6.1.3 Force de réaction et condition de roulement sans glissement

On considére deux solides S et S’ en contact.

Définition 6.11. La force de réaction de S’ sur S se décompose en une force
de frottement ? et une force normale

Remarque 6.12. La force de frottement & tendance & s’opposer au mouve-
ment. La loi empirique de Coulomb du frottement dépend du cas statique ou
dynamique.

(i) S est immobile par rapport a S’. Une force F est appliquée & S et H?SH <
fslIN|| ot fs > 0 est le coefficient de frottement statique.

(ii) S est en mouvement par rapport & S’. Une force ? est appliquée a S et
H?dH = deﬁH oit fg > 0 est le coefficient de frottement dynamique.

Le roulement sans glissement n’est possible que si I’on a des forces de frot-
tement dynamique. La condition de roulement sans glissement est

%

V(A)=10 (53)
ol A le point du solide en contact avec le support.
6.2 Théorémes de la dynamique du solide et applications

6.2.1 Loi fondamentale et caractérisation des référentiels

Loi 6.13. Loi fondamentale
Pour un point matériel A; de masse inertielle m;,

ml?:F

Remarque 6.14. La loi 6.13 est valable dans les référentiels inertiels.
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En effet, supposons que la loi soit exacte dans R. L’accélération dans R’ est
donnée par (35).

Fr(A) = &, (A) + & (A) + &e (A)
Ceci revient a I’équivalence suivante,

miﬁzﬁﬁmi?RrZ?—i—?e—i—ﬁc

ol ?e = —mi?e et ﬁc = —mi?c sont respectivement la force d’inertie
d’entrainement et la force de Coriolis.

Alors R’ est inertiel ssi R’ est en translation uniforme par rapport a
, — —
R(l.e.ﬁR//R: O,QR(OIGR/) = 0).

Définition 6.15. Un référentiel inertiel est un référentiel pour lequel le
mouvement d’un point matériel qui n’est soumis & aucune force est rectiligne
uniforme.

Remarque 6.16. Le meilleur référentiel inertiel connu est celui centré sur le
centre de notre galaxie et pointant vers des galaxies lointaines.
6.2.2 Théoréme de ’impulsion
Théoréme 6.17. Théoréme de I’impulsion
I
P = ?ext — M4 (G) = ?ext

Remarque 6.18. Le mouvement de G se détermine donc comme si G était
un point matériel de masse M sur lequel agit ?ext.

6.2.3 Théoréme du moment cinétique

Théoréme 6.19. Théoréme du moment cinétique
—

T (C) = Mt (C) — MV (C) x ¥ (G)

Démonstration.

— M@ -v(C)x B
—— ~~
— M () =M¥V(G)
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On en déduit deux cas particuliers

& = Mot (Q) (54)
7 (C) = Mewt (C) (55)

respectivement lorsque C = G et lorsque C est fixe.

Remarque 6.20. Le théorémes 6.17 et 6.19 donnent 6 équations pour 3N
inconnues ce qui est insuffisant. Cependant, dans deux cas intéressants, ces
théorémes permettent de déterminer le mouvement.

(i) Le probléme a deux corps (N = 2)
(ii) Le solide dont le mouvement est caractérisé par 6 paramétres. Ces para-
métres peuvent étre la position de G et les angles d’Euler dans R*.

Application 6.21. Tourniquet qui éjecte de 1’eau

On éjecte de I'eau afin de faire tourner le tourniquet. Le systéme X est composé
de l'eau dans les bras et dans la colonne centrale ainsi qui les bras eux-mémes.
On suppose la vitesse d’éjection de 'eau u > 0.

Par (45),

car A = (O, 2) est un axe principal d’inertie. Le moment cinétique en O a une
composante uniquement selon 2.

A Tinstant ¢, le moment cinétique en O de ¥ est la somme du moment
cinétique du tourniquet par rapport a O, soit oa(t) = IaQ(t), et du moment
cinétique de la masse d’eau Ddt qui entre dans la colonne centrale, soit do,.

do. = 2 -d7.
— 3. ((ﬁ x die)

0

A Dinstant ¢ + dt, le moment cinétique en 0 de ¥ est la somme du moment
cinétique du tourniquet par rapport a O, soit oa(t + dt) = IAQ(t + dt), des
moments cinétiques des masses d’eau %Ddt qui sortent des quatre bras du tour-
niquet, soit doe 1,...,doc 4 et du moment cinétique de la masse d’eau Ddt qui
entre dans la colonne centrale, soit do.o = 0.

doey = 2-dd.,
- (pr dm(m—u)é)

!

= T LLQ —u)dt
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Les calculs pour do 2, . . . ,doe 4 donnent le méme résultat et do. = DL (LQ — u) dt.

Au final,

oo (t) = IaQ(t)
oo (t+dt) = IaQ(t +dt) + DL (L — u) dt

O étant un point fixe, par (55),

7 (0) = My (0)
= Wlfz (O)
On en déduit que
d(0)=0

car fz'./\—)t? (0)=0.

Le moment cinétique en O est donc conservé.

d
o (IaQUt + dt) — InQ(t) + DL (LQ — u)dt) =0
INQ+ DL (LQ —u) =0

En supposant u constant, la solution de cette équation différentielle du pre-

mier ordre est
Q)= 4 (1- "
= — —_ A
(=" (1-¢

ot 29 = 0 est la condition initiale.

Application 6.22. Mouvement rétro
Un disque plein homogéne glisse sur le sol. Le systéme X est composé du disque
et du sol. On suppose la vitesse initiale vy > 0 et la vitesse angulaire initiale
dont le sens est contraire au mouvement.
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Par le théoréme 6.17,
ma (G)=mg + N+ T

ot ﬁ et ? sont respectivement les composante normales et tangentielles de la
force de réaction.

La hauteur du disque étant constante, la résultante des forces selon y est
nulle et N = mg. Par la remarque 6.12,

? = —famgx

ou fg est le coefficient de frottement dynamique du disque sur le sol.

Par (45), 5 .
Y INY)

car A = (G, 2) est un axe principal d’inertie. Le moment cinétique en G a une
composante uniquement selon 2.

Par (54),
.o
:2~<@xﬁ+@x?)

= —Rfqmg

Q
Il
N>

Pour un disque plein homogeéne, In = %mRz. Au final,

Q@z_?w

Par (32) et (53),

vV (A) =V (G) + § x GA
= (g (1) + R (1)) @

ol

Pour t/ = ”(’;}fyo, la vitesse en A s’annule et le glissement cesse. Pour un
tel temps, (') = 30 — 2vg et @¢ (t') = —RQ (). Si dq (') <0, Q > 2% et
le cylindre se déplace vers la gauche en roulant sans glisser pour ¢t > t'.

6.2.4 Théoréme de I’énergie cinétique

Théoréme 6.23. Théoréme de ’énergie cinétique

AU = Wey
ot U = E, + E,.
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Démonstration.

De plus,

= E.dt +AE,

=AE,
O

Remarque 6.24. Le théoréme 6.23 est utile pour les problémes & un degré
de liberté comme un solide en rotation autour d’un axe fixe. L’équation obte-
nue n’est pas indépendante de celles obtenues par les théorémes 6.17 et 6.19.
L’énergie cinétique ne fait intervenir que des dérivées premiéres et dés lors
le théoréeme 6.23 donne une version intégrée d’une certaine combinaison des
équations venant des théorémes 6.17 et 6.19. Cette combinaison est 'intégrale
premiére du mouvement.

6.2.5 Pendule de Foucault et expérience d’E6tvos

Application 6.25. Pendule de Foucault
La période d’un pendule simple de longueur L est T = 27r\/% . Quelles sont les

modifications lorsque 1’on tient compte de la rotation de la Terre?

On introduit un référentiel R = (O’ = O, &, 9, 2) orthonormé direct avec &
et ¢ pointant respectivement vers ’est et vers le nord.
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. . 27
La Terre tourne avec une vitesse angulaire (g = ——. Par la remarque 6.14,
®

m?:m§+?+ﬁe+ﬁc
L’expression de ces forces supplémentaires est alors

ﬁe = mR@QZ9 sin oty
ﬁc = —QmB@ X 7
ol % = sinaz — cosay, 3@ = Qg (cosaz +sinag) et ¥V = i@ + 5 + 2.

La force d’inertie d’entrainement agit uniquement selon le vecteur u inalogue
au vecteur p des coordonnées cylindriques. En effet, @ 5 (O’ € R’) = 0 car les

origines coincident et 6 r/r X O'M = 0 car ﬁ r'/R est constant.

En projetant sur les axes,

mi = —% + 2mSg cos ay — 2mflg sin oz
=Fc,»
my = —% - mR@Q% sin v cos a — 2mfg cos ad:
=Fe y =Fey
mi = -—mg-+ TTh + mR@Qé sin? o + 2mQlg sin ad
=F., . =Fc,»

ol h = z — Rg est la hauteur du pendule.

La vitesse et ’accélération selon 2 sont quasi-nulles. De plus, pour de petites
oscillations, % est proche de 1.
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La derniére équation permet alors d’isoler T' ~ mg — mR@Qé sin® a —

2mQg sin ok et le systéme se réécrit
R Q2 si

mRg Qg sina

miE = —meT 4

£ T + 2mfg cos ay

.. Rg Q7 si . .
mj == 4 My — mRzO2 sina cos a — 2mQg cos i
ot les termes en z et yi sont négligeables pour de petites oscillations.

Au final,

{ T+G/L)E =20y
+@G/0)§ =200
2

onr=x,y=y—+ Msinamsa, g=g-— R@QésiHQ(Jz et O = Qcosa. La

force d’inertie d’entrainement modifie donc la direction de la verticale et définit

la nouvelle accélération de pesanteur g = E — ?e.

En introduisant un nouveau repére (O, =, y/') faisant un angle Qt avec (O,z,y),
on peut repérer un point A = & +if par B = z’ 4+ iy’ = e*** A. Une combinaison
linéaire de ces deux équations donne

A+ (g/L) A= —2i0A

En développant, A=—iQe B 1 e UB A= 02 UB —2iQe " UPB +
e "B et méne a I'équation )
B+&*B=0

ot @ = (g/L+Q).

Le pendule oscille dans un plan fixe par rapport au repére (O,z',y’) a la
pulsation @. Ce repére tourne avec une vitesse angulaire —Q dans le sens des
aiguilles d’'une montre par rapport au repére (O, z,y) dans I’hémisphére nord
et dans le sens contraire des aiguilles d’'une montre dans I’hémisphére sud.

A Paris, T = 16.435s contre T = 16.420s, ¥ = 31h43' contre T = 23h 56/
et y—y = —11.46 cm ol aparis = 41.135°, g = 9.807 ms ™2, Rg =6.371 x 108 m,
Q= %—g =7.292x10%s et L =67m.

Expérience 6.26. Expérience d’E6tvos

Il s’agit de distinguer masse gravitationnelle et masse inertielle. La différence
entre masse inertielle m; et masse gravitationnelle m¢g a des conséquences sur
la pulsation d’'un pendule simple.
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Par la loi 6.13, )
myLO = —mggsin 6

Pour de petites oscillation, la période T = 27 %Gl;] dépend du rapport

entre masse inertielle et masse gravitationnelle.

Pour mieux mesurer ce rapport, E6tvis se rend compte que la verticale doit
dépendre du corps considéré. En effet, si mp # mg, alors m13> = ? — mlﬁe —

mI?C =f+tmgg —m1§>c ol g = ? — Z—é?e définit la verticale en fonction
du corps.

On introduit le méme référentiel R = (O’ = O, &, 4, 2) que dans le pendule

de Foucault. On rappelle la force d’inertie d’entrainement F . = —mRg Qé sin at
ol &t = sin az — cos ay. On néglige la force de Coriolis dans cette expérience.

ouest est

Ay

me, 1 g

mG,2E

H % ~
En appliquant la condition d’équilibre (i.e. M = 0) au point d’attache O,
on déduit que l1mg,1 = lamg, qui est la condition bien connue d’équilibre des le-
viers pour le poids et que R@Qth“ sin o« cos o — R@QQZQmI’Q sinacosa+C =
0 respectivement des composantes g et Z ou C' est le couple exercé par le fil.
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Au final,

mra M )

C = R@Qé sin o cos alyma 1 (
ma,2 magi

Le couple exercé par le fil est donc proportionnel & la différence de rapport

de masse. En 1909, E6tvos obtient une trés bonne précision (‘ % — 1’ < 10’8).

Remarque 6.27. L’égalité entre masse inertielle et gravitationnelle est restée
mystérieuse jusqu’en 1915 ou Einstein postula le principe d’équivalence qui
stipule qu’il est impossible de distinguer les forces d’inerties et de gravitation.
Siml:mg,alorsm?:?—i—m(g—?e—?c): +m§'oﬁ§’:
E — &, — a. et le champ de gravitation est une nouvelle force d’inertie.

6.2.6 Lois de Kepler et le probléme a deux corps

Loi 6.28. Lois de Kepler

(i) Les planétes décrivent des ellipses dont I'un des foyers est occupé par le
soleil.
—
(ii) L’aire balayée par le vecteur position FA par unité de temps est une
constante.

(iii) @®/T? est une constante qui est la méme pour toutes les planétes ou a est
le demi-grand axe de l’ellipse et T' la période de révolution de la planéte.

Remarque 6.29. Newton démontre dans son célébre ouvrage Philosophise
Naturalis Principia Mathematica les lois de Kepler a l'aide du calcul diffé-
rentiel et intégral. La démonstration des lois de Kepler est a l'origine du déve-
loppement de ces outils mathématiques.

On s’intéresse au probléme a deux corps dans I%uel deux points maté-

riels m; et mo interagissent sous 'action d’une force f 1,0 = —f (r;2)w o
_ e
N AA
r12:||A1A2Hetu: L .
[[A1A2]|

On s’intéresse aux éléments cinétiques du systéme 3 composé des deux corps.
Le centre de masse du systéme est donné par la définition 5.4

Cﬁ _ mlo—.z&l +m20—1&2
m

oum = mi + mas. En particulier Ald = %AlAQ et AQG = %AgAl.

Par la proposition 5.10,
m17’1‘ = 777127;

car ﬁ* = ﬁ
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Par la proposition 5.15,

= (}—A>1 X m17* + (ﬁ)g X m27§
= (TA GAl) X m27

— mymg ———

= A1A2 X A AQ
Cette égalité s’écrit généralement,
7" = uAAs x AjA, (56)

ol = "2 est la masse réduite.

Remarque 6.30. (56) est en fait plus générale si I'on considére le moment
cinétique par rapport & A; d’un systéme ¥ composé de deux corps ot A; est
fixé et Ao de masse p en mouvement.

=y
{ miOA; = fo ;) + ?ext,l
N -
moOAy = ?1a2 + f oxt2

Les forces extérieures sont supposées nulles et une combinaison hnealre de ces
s

deux équations donne mimeAi1As = (my + ma) ?1_>2 Au final, uA Ay =

f 12 qui correspond & (56). Ceci est la réduction du probléme & deux corps.

Remarque 6.31. Pour étudier le mouvement d’un systéme > de deux points

matériels en interaction sans force extérieure au systéme, on considére que

(i) Le mouvement de G est rectiligne uniforme.

—
(ii) Le mouvement relatif de AjAs (t) est obtenu en considérant que Ap est
fixe et Ay de masse pu.

mimso
mi+ma

Remarque 6.32. Si mo > mq, alors u = ~mj.

On considére déic;rmais les hypotheéses (i) et (ii) de la remarque 6.31 ou
Ay =Fet Ay =A. f est dirigée vers F fixe et ? est donc centrale.

Par (56),

?* = ,uA1A2 X A1A2

—
=A A X ?1—>2

_)
=0

et le moment cinétique est conservé.
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Dans la réduction du probléme & deux corps, F est fixe et par (55),

7 (F)

]
=k 3zl

car ? est centrale.

Le moment cinétique est donné par la définition 5.12
—
& =FA x uv (A)

—
o & = & (F). On a donc que & -FA = 0 et A est dans le plan perpendiculaire
a @ contenant F.

Dans ce plan, & =0z ouo>0. Par (5), = Hpp X peé et donc
o= up’ (57)

— —
On considére le vecteur position FA et le déplacement infinitésimal dFA. La
trajectoire évolue de A (t) & A (¢t + dt) et on considére la surface infinitésimale
dX balayée. Par (7) et (57),

f||FA( ) X FA (t+dt)||

ff||FA x(F +dFA)||

=Zat
2p

Au final,
o
2
et la deuxiéme loi de Kepler est démontrée dans un cadre plus général d’une
force centrale.

(58)

On s’intéresse désormais au cas de la force en p%,

C

attractive (i.e. C' > 0) ou C' = Gmyms.

L’énergie F = ;LVQ est conservée. Par (5) et (57),

1.
E = S + Uert (p) (59)

2
5 —

ot Uett (p) = 552

Q
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Remarque 6.33. Le graphe de Ueg (p) en fonction de p est un puits de poten-
tiel.

(i) Si E > 0, alors la trajectoire est non bornée.
(ii) Si E < 0, alors entre p,, et par, p (t) est périodique. 11 s’agit d’un mouve-
ment dans un puits de potentiel. La trajectoire est bornée.

Afin de démontrer la premiére loi de Kepler, il faut encore compléter la
remarque 6.33 en montrant que la trajectoire est fermée et plus particuliérement
qu’il s’agit d’une ellipse dont I'un des foyers est occupé par le soleil. p,, et pas
s’obtiennent en résolvant E = U.g (p) qui sont respectivement le périastre et

I’apoastre.
202FE
P = 1— 1+ 2
2|E| ( pC? )

C 202F
PM_<1+ 1+0>

tq‘q

pC?
Remarque 6.34. p,, + py = ik

Par la loi 6.13, uV = — < p. Par (5) et (57),

Il s’agit d’un nouvelle loi de conservation pour les forces en %.

€=0 (60)

ol € =60-— %7 est le vecteur de Runge-Lenz.

On introduit un nouveau repére (F, X, Y) ol € =eY ete > 0. On projette
€ sur X et Y. Par (5),

0 =-—sinf -3 (pcosﬂ— ﬁsin@)

e =cost —F ([)sin9+ ﬁcosG)

Ce systéme peut se réécrire de la maniére suivante,

0_2

uCp
0_2

nCp

sin 0

—Gpcost =(1-

cosf

gpsinf+e =(1-
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Une combinaison linéaire des ces deux équations donne

(72

0 —__ o 1
p(0) 1 —ecosb (61)

qui est I’équation d’une conique.

A . . . . 2
X Vi =
e est ’excentricité de la conique et on dispose des relations suivantes ZC

a (1 — 62) et pm+pum =2a = % pour une conique. Comme C' > 0,0 > 0,e > 0

et a > 0, on en déduit que e < 1 et les trajectoires sont donc des ellipses ce qui
démontre la premiére loi de Kepler.

On obtient les relations entre les paramétres géométriques et physiques et la
conique.

C

E|=—
Bl = 5.

(62)

2E02

Il ne reste plus qu’a démontrer la troisiéme loi de Kepler. La trajectoire
étant bornée et elliptique, I'aire balayée sur une période de révolution 7' est

¥ = ma?y/1 — €2. Par (58), ¥ = fOT Bt = fOT 7 dt et

2 2
T="TCE e (64)
g

Par (62) et (ii) de la remarque 6.33, E = t par (63), 1 —e? = M";a. On

mqMmo
mi+ma

=C e
2a
rappelle que C = Gmims, p = et par (64),

a® 1 o
T2 4n2a p2 (1 — e2)

a1c

2

= 42 ]
= gz (M tma)
_GMg
T A4q2

ce qui démontre la troisiéme loi de Kepler dans I’approximation d’une planéte
de masse m < Mg.

Ceci permet de peser les soleils dans cette approximation.
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